TD - Algébre générale MP* INP-HB

I) Groupes

A) Groupe symétrique

Exercice 1: %% p.03.007

Soit n = 3. Déterminer I’ensemble des permutations de &,, commutant avec tous les
éléments de G,,.

Exercice 2: %% 303009

Pour 0 € &,,, on note £(0) sa signature et v(c) son nombre de points fixes. Calculer

e(o)
Z vio)+1

oeS,

Exercice 3: x*% 402009

1. Donner le nombre minimal de permutations nécessaires pour engendrer S,,.
2. Donner le nombre minimal de transpositions nécessaires pour engendrer &,,.

3. On suppose que pour toute transposition 7 de G,,, et tout n-cycle ¢ de G,,, les
permutations 7 et ¢ engendrent &,,. Montrer que n est premier.

4. Réciproquement, montrer que si n est premier alors pour toute transposition 7
de G,,, et tout n-cycle c de G,,, les permutations 7 et ¢ engendrent S,,.

5. Soient n = 2 un entier, a et b deux éléments distincts de [1,n], et G, le sous-
groupe de &, engendré par (a b) et (1 2 ... n). A quelle condition a-t-on
Gop =6,7

B) Ordre et sous-groupes

Exercice 4: * 4.51.001

Montrer que
{r+yV3,zeNyeZ z* -3y =1}

est un sous-groupe de (R, x).

Exercice 5: * 4.51.002

Un sous-groupe d’un groupe produit est-il nécessairement produit de deux sous-
groupes ?

Exercice 6: * 4.51.05/

Décrire les sous-groupes finis de (C*, x).
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Exercice 7: * 4.51.033

Montrer que le sous-ensemble formé des éléments d’ordre fini d’un groupe abélien en
est un sous-groupe.

J
Exercice 8: %% 451004

Soit E un espace euclidien. On note S 'ensemble des endormorphismes f de E vérifiant

Y(ey)e B (x| y) =0 < (f(z) | f(y)) =0

Montrer que S est un groupe pour la loi de composition des applications.

Exercice 9: %% 4.51.039

Pour tout (a,b) € C* x Cx, on considére

CcC — C
fa,b:{

z —> az-+b

1. Montrer que I'ensemble {f,;, a € C*,b € C} est muni d’une structure de groupe
pour la loi o.

2. Déterminer les éléments d’ordre fini de ce groupe.

Exercice 10: %% 451044

Soit (G,.) un groupe de cardinal 2n.

1. Justifier que 'on définit une relation d’équivalence ~ sur G en posant

T~y :p:youazzy_l

2. En déduire lexistence dans G d’un élément d’ordre 2.

Exercice 11: %% 4.51.057

| L

Soient H et K deux sous-groupes d’un groupe fini G noté multiplicativement. On note
HK = {hk | he H,k € k}. Montrer

|[HK|[H n K| = |H|[K]|

Exercice 12: %%% 457011

| .

1. Montrer que tout sous-groupe additif de R qui n’est pas monogéne est dense dans
R.

2. Soit x € R\Q. Montrer qu’il existe une infinité de (p, q) € Z x N* tels que
1

a2

-2 <
q q
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3. Montrer la divergence de la suite de terme général

Exercice 13: *k% 4571061

| .

Lemme de Cauchy.
Soient (G,.) un groupe fini et p € P tel que p | n = |G|. On souhaite montrer qu’il
existe un élément d’ordre p dans G. On introduit :

E = {(917927~~79p) eG” | 9192 - - - Gp = 1}
et la relation d’équivalence R donnée par :
(917927 c. ,gp)R(hl, hg, Ceey hp) — Jk e Z,V’L € [[]. ,pﬂ >hi = gmp

. : : . B
ou l'on adopte une notation circulaire : gr5» = g1. . ..
1. Déterminer |E)|.

2. Montrer qu'une classe d’équivalence pour la relation R est de cardinal 1 ou p.

3. En déduire I'existence d’un élément g € GG différent de 1 et vérifiant g¥ = 1.

C) Groupes cycliques et monogénes

Exercice 14: * ».003.015

Soit GG un groupe cyclique de cardinal n. Quel est le nombre de sous-groupes de G 7

Exercice 15: * 451013

—
w

1. Vérifier que =Z + —Z est un sous-groupe monogene de (Q, +).

2. Méme question avec —=Z + —Z.

Exercice 16: * 4.51.014

w

ot
Wl N
(G2 N

Dans (C*, x), déterminer le sous-groupe (IP) engendré par I’ensemble P des nombres
premiers.

Exercice 17: ** 4.035.004

1. Si a € N*, résoudre 2* = 1 dans 'anneau Z/2°Z.

2. Pour quels a € N* le groupe (Z/2°Z)* est-il cyclique ?
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Exercice 18: % 4.003.017

Soient GG un groupe fini de neutre 1g et, pour d diviseur de G, nyg(G) le nombre
d’éléments d’ordre d de G.
1. Que vaut an(G), oun=|G|?
dln
2. Que déduire de la question précédente si G est cyclique ?

3. Montrer que G est cyclique si et seulement si , pour tout diviseur d de |G/,
’ensemble {z € G, 2% = 14} est de cardinal majoré par d.

4. On suppose qu'il existe un corps K tel que G soit un sous-groupe de K*. Montrer
que G est cyclique.

5. Que dire dans la situation précédente si K = C?

.

Exercice 19: %% g451.020

Soit A une partie non vide d'un groupe (G, «). En notant, A’ = {a™', a € A}. Montrer :

(Ay={ay*x---xa, |neN* ay,...,a,e AU A’}

.

Exercice 20: *% 4.51.029

Soit (G, *) un groupe cyclique a n > 2 éléments engendré par a.

. . L. G G
Pour r € N*, on introduit application f : { . : o Enfin, on pose d =n A r.

1. Vérifier que f est un endomorphisme du groupe (G, *).
2. Déterminer le noyau de f.
3. Montrer que Im(f) = {a®) sous-groupe de G.

4. Pour y € GG, combien I'équation " = y posséde-t-elle de solutions ?

D) Eléments de théorie des groupes

Exercice 21: * a.51.045

Les groupes (Q, +) et (Q, x) sont-ils isomorphes ?

Exercice 22: %% 4.03.020

| L

On note S une partie non vide d’un groupe multiplicatif fini G de cardinal n, contenant
k
I’élément neutre e de G. Pour k € N*, A, = Hsi, (S1,...,8k) € Sk} et ap = |Agl.
i=1
1. Montrer que (a,)nen+ €St une suite croissante.

2. Montrer que pour tout k = n, a1 = ax.
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3. Montrer que A,, est un sous-groupe de G. ]
On note :
a b c d
d a b c 4
V= e da b (a,b,c,d) e Z
b ¢ d a
et

G={MeVnGLR)| M eV}
1. Quelle est la structure de G'?
2. Soit M € V. Montrer que M € G si et seulement si det(M) = +1.s

3. Donner un groupe standard isomorphe & G muni du produit.

Exercice 24: * k%% 493023

Soir G un groupe. On note D(G) le groupe engendré par les zyz 'y ' pour z,y € G.
On note D" la n-iéme itérée de 'opération D, et 'on dit que G est résoluble lorsqu’il
existe n € N* tel que D"(G) = {e} o e est le neutre de G.

1. On suppose qu’il existe deux groupes H et N, deux morphismes f : N — G
et ¢ : G —> H respectivement injectifs et surjectifs tels que Ker(s) = Im(7).
Montrer que GG est résoluble si et seulement si H et N le sont.

2. Montrer que le groupe des permutations G5 n’est pas résoluble.

Exercice 25: *k% 493027

Soient (G, .) un groupe, Aut(G) I’ensemble de ses automorphismes.
1. Montrer que (Aut(G), o) est un groupe.

2. Quels sont les groupes finis tels que Aut(G) soit réduit a un élément 7

E) Exemples et contre-exemples
E.1 Centre d’un groupe

On rappelle que pour G un groupe, Z(G) est le sous-groupe de G des éléments commutant
avec tous les autres éléments du groupe.

Exercice 26: * j.2.11

Montrer que &3 est un groupe d’ordre 6 qui n’est pas commutatif.
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Exercice 27: %% j.2.12

Trouver un groupe dont le centre est réduit a ’élément neutre.

E.2 Sous-groupes et ordre

Exercice 28: * 1.2.15

Montrer que G = Z/27 x 7Z/27 est un groupe dont tous les sous-groupe stricts sont
cycliques mais que G n’est pas cyclique.

Exercice 29: * 5221

Trouver trois éléments a, b et ¢ du groupe G3 tels que aobocet coboa nont pas le
méme ordre.

J

Exercice 30: *%% p.229

Trouver un groupe non commutatif dans lequel tout sous-groupe strict est commutatif
et distingué.

E.3 Algébre linéaire

Exercice 31: * a.51.068

Soit
0 1 (0)
M = e M, (C)
(0) S
1 (0) 0

1. Calculer le polynome caractéristique de M. La matrice M est-elle diagonalisable ?
Est-elle inversible ?

2. Soit G = {Mk,kz € Z}. Montrer que G est un groupe cyclique et préciser son
cardinal.

Exercice 32: %% 451070

Soit G une partie de M,,(R) non réduite a la matrice nulle.
On suppose que (G, x) est un groupe. Montrer qu’il existe r € N* tel que le groupe
(G, x) soit isomorphe & un sous-groupe de (GL,(R), x).
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IT) Anneaux, point de vue arithmétique

>

) Révisions d’arithmétique
Exercice 33: * ».04.001

Démontrer que pour tout entier n € N*, 32" —2" est divisible par 7, 2% + 5 est divisible
par 21, 3%" 4+ 2675 est divisible par 11.

.

Exercice 34: * ».04.002

e {2 (22U (o) (o=

Exercice 35: * ».04.003
1. Déterminer I'ensemble des entiers naturels p, tels que les trois nombres p, p + 2
et p + 4 soient des nombres premiers.

2. Déterminer ’ensemble des entiers naturels premiers qui sont a la fois somme et
différence de deux entiers naturels premiers.

.

Exercice 36: * 5.04.004

Résoudre dans Z : 2z + 3y = 1 et 14x — 18y = 2. Quelles sont les solutions de cette
deuxiéme dans N7

| .

Exercice 37: * ».04.005

Montrer : V(a,b) € Z*,Vn € N, a = b[n] = a" = b"[n*].

Exercice 38: * b.04.006

Montrer que 'ensemble des nombres premiers est infini. Montrer que I’ensemble des
nombres premiers congrus & —1 modulo 4 est infini.

Exercice 39: % b.04.007

Montrer qu’il existe des intervalles de N aussi longs que 'on veut qui ne contiennent
aucun nombre premier.

Exercice 40: * ».04.008

Résoudre dans Z la congruence 9z = 6[24].
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Exercice 41: * b.04.009

Soient @ = 2 et 7 > 2 des entiers. Montrer que si (a” — 1) est premmier alors a = 2 et
r est premier. Montrer que si a" + 1 est premier, avec n > 1 et a > 2, alors a est pair
et n est une puissance de 2.

Exercice 42: * ».04.010

Pour tout n € N, on pose M,, = 2" — 1.
1. Montrer que si n = 2, et si M,, est premier, alors n est premier.

2. Etudier la réciproque de cette propriété.

| L

Exercice 43: * ».04.011

Déterminer les nombres premiers tels que p divise 2P + 1.

Exercice 44: * .04.012

Déterminer 1'ensemble des entiers relatifs n tels que n'® = n[42].

B) Valuation, nombres premiers

Exercice 45: %% 452035

Théoréeme de WILSON.
Soit p € P.

1. Quels sont les éléments de Z/pZ égaux a leur inverse ?

2. En déduire que p | (p — 1)! + 1.

Exercice 46: *%* 5.0/.013

Formule de LEGENDRE.
Soit p un nombre premier. Pour tout n € N*, notons v,(n!) 'exposant de p dans la
n
décomposition en facteurs premiers de n!. Montrer que v,(n!) = Z | = -
p
k=1
En déduire le nombre de zéros a la fin de I'écriture décimale de 2023!.

Exercice 47: ** 4.04.014

Nombres de Fermat. Pour tout n € N, on note F,, = 2%" + 1.
1. Montrer que, pour tout k € N* : (F, — 1)2k +1=F,.
2. Montrer qu’il existe ¢ € N tel que Fj, 1 = qF}, + 2.
3. En déduire que pour n # m, F,, et F), sont premiers entre eux.
4

. Soit p un diviseur premier de Fj. Montrer que p A 2 = 1. Trouver 'ordre de 2
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dans le groupe (Z/pZ)*.
5. Soit t € [1,k + 1]. Quelle est la classe de p modulo 2*?

6. Montrer que pour tout ¢t € N*, il existe une infinité de nombres premiers congrus
4 1 modulo 2",

Exercice 48: ** 4.0/.19

Soient a = 2, n et m des entiers.
1. Montrer que si m € n alors (a™ — 1) | (a" — 1).
2. Montrer que (a™ — 1) A (a" — 1) = (a™"" — 1).

C) Indicatrice d’Euler

Exercice 49: * 4.52.055

Combien y a-t-il d’éléments inversibles dans Z/99Z 7

J
Exercice 50: * 4.52.057

Montrer :

Ya € (Z/nZ)*,a¥™ =1

Exercice 51: %% 3.04.018

Trouver tous les entiers naturels n > 2 tels que ¢(n) | n.

Exercice 52: %% 3.04.022

1. Montrer que VYn € N* p(n) =

of%

2. Existe-t-il C' > 0 tel que Yn € N* p(n) = Cn?

Exercice 53: *% 452061

Montrer :
nlIn(2)

Vn = 3,p0(n) = M

J

Exercice 54: %% 452065

Déterminant de SMITH.
Calculer det((/L A j)(l7j)€[[1 7”]}2)'
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D) Equations

Exercice 55: * d.52.0%

Résoudre les équations suivantes :
1. 3z + 5 =0 dans Z/10Z.
2. 2° = 1 dans Z/8Z.
3. 2° 4+ 27 + 2 = 0 dans Z/5Z.

Exercice 56: k% 3.0/.015

Soient (r,y,2) € (N*)? tels que : 2° +9y* =22 et s Ay A 2 = 1.

1. Montrer qu’il existe n > m entiers premiers entre eux tels que, a permutation
prés de z et y, on ait : x = 2nm,y = n®> —m?, z = n* + m>.

2. En déduire que 'aire du triangle de coté x, y et z n’est pas le carré d’un entier.

Exercice 57: %k 40,027

| L

1. Soit & un nombre réel irrationnel. Montrer que, pour tout n € N¥, il existe
1
(p,q) € Z x [1,n] tel que |a — Z—j\ < —.
q an
2. Soit d € N*. On suppose que d n’est pas carré parfait.
Montrer que I'équation a* — db* = 1 posséde une solution (a,b) € Z? telle que
b # 0.

Exercice 58: %k 3.0/.035

Pour n € N*, on note C,, = {(z,y) € (Q*)*, 2% + y* = n}.
1. Montrer que C} est non-vide.
2. Montrer que C; est vide.

3. Soit n € N*. On suppose que C,, est non-vide. Montrer que C,, est infini.

ITI) Anneaux, point de vue structurel

A) Généralités sur les anneaux

Exercice 59: % 452001

Soit @ un élément d’un anneau (A, +, x).
Montrer que si a est nilpotent alors 14 — a est inversible.
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Exercice 60: * 4.52.002

Montrer qu'un anneau (A, +, x) n’a pas de diviseurs de zéro si et seulement si tous
ses éléments non nuls sont réguliers.

Exercice 61: * 4.52.003
Soient a,b deux éléments d’un anneau (A, +, x) tels que ab soit inversible et b non
diviseur de 0.
Montrer que a et b sont inversibles.

Exercice 62: * 4.51.063

Justifier que les éléments inversibles de 'anneau Z/117Z constituent un groupe cyclique.

Exercice 63: * 4.52.033

Soit K un corps fini. Calculer H x.

reK*

Exercice 64: * 452042

Soit n € N impair. Calculer Z T.
TEL/NL

Exercice 65: * 4.52.043

Soit p € P. Calculer dans F), :

Exercice 66: %% 451.062

Déterminer les morphismes de groupes entre (Z/nZ, +) et (Z/mZ,+).

Exercice 67: %% 4.52.00)

Soient (A, +, x) un anneau commutatif intégre et G une partie finie non vide de A\{0}
stable par multiplication.

Montrer que G est un sous-groupe du groupe (A*, x) constitué des éléments inversibles
de anneau A.
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B) Idéaux

Exercice 68: * 452018

Soient A un anneau commutatif et e un élément idempotent de A (id est e* = e).
1. Montrer que J = {x € A | xze = 0} est un idéal de A.
2. On note I = Ae 'idéal principal engendré par e. Déterminer I + J et I n J.
3. Etablir que pour tout idéal K de A :

(Knl)+(KnJ)=K

Exercice 69: **x 452010

On note D = {% |peZ,ne N} I'ensemble des nombres décimaux.

1. Montrer que D est un sous-anneau de (Q, +, x).

2. Montrer que les idéaux de D sont principaux (c’est-a-dire de la forme alD avec
aeD).

Exercice 70: %% 452011

Nilradical d’un anneau.
On appelle nilradical d’'un anneau commutatif (A, 4+, x) Pensemble N formé des élé-
ments nilpotents de A, ¢’est-a-dire des = € A tels qu'il existe p € N* vérifiant 2P = 04.
1. Montrer que N est un idéal de (A, +, x).
2. Déterminer N lorsque A = Z/nZ avec n € N*.

| \

Exercice 71: %% 452013

Soit (A, +, x) un anneau. On considére
R={zxe A|Yacec A, 14 + ax est inversible}

Montrer que R est un idéal de A.

Exercice 72: % 452016

Soit A un anneau intégre. On suppose que 'anneau A ne posséde qu'un nombre fini
d’idéaux.

Montrer que A est un corps.
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C) Anneaux Z|[a]

Exercice 73: %% 452002

On étudie 'ensemble Z[j] = {a + bj, a,b € Z}.

1. Montrer que cet ensemble est un anneau.

2. Prouver qu'un élément z € Z|[j| est inversible si et seulement si |x| = 1. Préciser
alors quels sont les inversibles de Z[j].

3. Soient x,y € Z[j] avec y # 0. Prouver l'existence de (q,r) € Z[j]* vérifiant
r=qy+ret|r| <yl
4. En déduire que les idéaux de Z[j sont de la forme xZ[j] avec x € Z][j].

1. Montrer que, si un nombre réel s’écrit a + bv/2 avec (a,b) € Z2, cette écriture est
unique.

2. Montrer que I'ensemble Z[+/2] des nombres réels de la forme précédente est sous-
anneau de R.

3. Déterminer les automorphismes de 'anneau Z[v/2].

4. Si (z,y) € Z® et z = x + /2y, on pose N(z) = 22 — 2y>. Montrer que z est un
inversible de Z[v2] si et seulement si N(z) = +1.

5. Montrer que les inversibles de Z[v/2] sont +(1 + v2)* avec k € Z.

Exercice 75: %% 5.05.044

On note Z[iv2] = {a + ibv/2, (a,b) € Z*}.
1. Montrer que Z[iv/2] est un sous-anneau de Q.

2. Montrer que 'anneau A = Z[iv/2] est euclidien, c’est-a-dire qu'il existe une fonc-
tion N : Z[iv2] — N telle que pour tout (a,b) € A x (A\{0}), il existe un
couple (g,7) € A tel que a = bg + 7 et N(r) < N(b).

3. Enoncer et démontrer un théoréme d’existence et d’unicité d’une décomposition
en facteurs irréductibles dans Z[iv/2].

D) Exemples et contre-exemples

Exercice 76: * 1.3.1

Trouver un anneau infini puis fini qui n’est pas un anneau commutatif.

Exercice 77: %% p.3.1

Trouver un anneau commutatif non nul qui n’est pas un anneau intégre.
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Exercice 78: %% j;.3.39

Trouver un corps non-commutatif (id est un corps gauche).

Exercice 79: *k% p 220

1
Montrer que Z [5 +1i

] est un anneau principal qui n’est pas un anneau euclidien.

IV) Polynémes

A) Généralités et équations

Exercice 80: * 4.36.001

Soit, (P, )nen+ la suite de polynomes définie par
P, =X —2et P,,; = P> — 2 pour tout n € N*

Calculer le coefficient de X? dans P,.

Exercice 81: * 4.36.002

1. Pour n e N, développer le polynome (1 + X)(1 + X)(1+ X4 ... (1+X?).

2. En déduire que tout entier p > 0 s’écrit de facon unique comme somme de
puissances de 2.

Exercice 82: * 4.36.006

Trouver les P e R[X] tels que P(X?) = (X? + 1)P(X).

Exercice 83: * 4.36.008

Résoudre les équations suivantes :
1. Q* = X P? d’inconnues P, Q € K[X].
2. Po P = P d’'inconnue P € K[X].

Exercice 84: * 4.36.012

Trouver tous les polynomes P € R[X] tels que

k+1
VkeZ,f P(t)dt = k+1
k
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Exercice 85: * 4.36.015

Soit. P € R[X]. On suppose que a € R vérifie

P(a) > 0 et Yk e N*, P®)(a) > 0

Montrer que le polynéme P ne posséde pas de racines dans [a, +o0].

Exercice 86: %% g.36.110

Polynomes de LEGENDRE.
Pour tout n € N, on pose :

Ly = —— (x> =1)")®

1. Montrer que L,, est un polynéme unitaire de degré n.

2. Veérifier que pour tout polynome réel () avec deg(@) < n, on a

f Lo(HQ) dt = 0

3. En déduire que L, posséde n racines simples toutes dans I'intervalle |—1,1].

Exercice 87: % 4.56.004

Soit P € C[X] non constant et tel que P(0) = 1. Montrer que :

Ve >0,32€C,|z| <eet |P(2)] <1

B) Division euclidienne, divisibilité, PGCD

Exercice 88: * 1.05.004

Soit P € C[X] non-nul tel que P(X?) = P(X + 1)P(X).
1. Montrer que toute racine de P est soit nulle soit de module 1.

2. Déterminer P.

Exercice 89: * 4.36.03;

Montrer les divisibilités suivantes et déterminer les quotients correspondants :
L X—1|X*—2X%4+3X -2
2. X —2| X?—3X*+3X -2
30X +1|X?+3X% -2
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Exercice 90: * 4.36.040

En réalisant une division euclidienne, former une condition nécessaire et suffisante sur
(A, 1) € K2 pour que X? + 2 divise X* + X® + AX? + puX + 2.

Exercice 91: * 4.36.042

Soient t € R et n e N*.
Déterminer le reste de la division euclidienne dans R[X] de (X cost+sint)" par X*+1.

Exercice 92: * 4.36.045

Soient a,b € R distincts. Montrer qu'’il existe un unique endomorphisme ¢ de R[X]
vérifiant :
p(1) =1

p(X) =X
VX € R[X], P(a) = P(b) = 0 = o(P) =0

J
Exercice 93: %% 4.05.005

1. Déterminer les polynomes P tels que P’ divise P.

2. Déterminer les polynomes P tels que P divise X P'.

Exercice 94: % 4.05.007

n—1
Soit n € N*. On pose w = en . Pour P € C,—1|X], on pose F(P) = Z P(WF) X" et
) . k=0
F(P) =) Pw™)Xx*
k=0

1. Montrer que F et F sont des automorphismes de C,_;[X].
2. Calculer F o F.

3. Soit P € Z[X] tel que, pour tout z € U,, |P(z)| < 1. On suppose que P posséde
une racine dans U,,. Montrer que X" — 1 divise P.

Exercice 95: %% 4.36.050

Soient A, B € K[X] tels que A? | B2 Montrer que A | B.

Exercice 96: xXx% 4 05008

Quels sont les P € Z[z] tels que Vz e U, |P(2)| < 17
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C) Racines, factorisation et irréductiblité des polynémes

Exercice 97: * ».05.011

Soit P € R[X] simplement scindé sur R.
1. Montrer que P’ est simplement scindé sur R.

2. Comparer les moyennes arithmétiques des racines de P et P'.

J

Exercice 98: * ;.05

Soient (a;)1<j<4 les 4 racines de P = X* — pX?® + ¢X + 7. Calculer :

4
7
ZO‘]'

=1

Exercice 99: * 4.36.021

Justifier que tout polyndéme réel de degré impair posséde au moins une racine réelle :
1. en employant le théoréme des valeurs intermédiaires ;

2. en employant le théoréme de décomposition en facteurs irréductibles.

Exercice 100: * 4.36.058

Soit (n,p,q) € N?. Justifier

1+ X + X2 | X% 4 X3t 4 xBat2

Exercice 101: * a.36.072

Soit n € N*.
1. Décomposer X" — 1 en facteurs irréductibles dans C[X].

2. Décomposer X™ — 1 en facteurs irréductibles dans R[X].

Exercice 102: ** .05.013

Soit I' = {P e R[X],3(A, B) e R[X]?, P = A* + B%}.
1. Montrer que I' est stable par produit.
2. Montrer 'équivalence : VP e R[X], (Pel) «— (VxeR, P(x) > 0).

3. Montrer I'équivalence : VP € R[X],(Vz € Ry,P(z) > 0) < (3(A,B) €
I P=A+XB).
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Exercice 103: %% .05.045

Soit P € R[X] un polyndome scindé.
1. Montrer que z + (P'(x))* — P(x)P"(z) est de signe constant sur R.

n
2. SiP= Z ar X", montrer que pour tout k€ [1,n — 1], ax_1a41 < a}.
k=0

Exercice 104: ** .05.015

Pour P € C[X] non constant, soit Z(P) '’ensemble des racines de P dans C. Soient P
et () dans C[X] non constants tels que Z(P) = Z(Q) et Z(P—1) = Z(() —1). Montrer
que P = Q.

Exercice 105: % .05.033

Soit P € Z[X]. On suppose que, pour tout n € N, P(n) est premier. Montrer que P est
constant.

Exercice 106: ** 4.36.024

Soit P = Z apx X" € C[X]. On pose M = sup |P(z)|. Montrer que :
k=0 [2[=1

Vi€ [0,n].|ar| < M

Indication. On pourra employer des racines de I'unité.

J

Exercice 107: %% 4.36.02¢8

T
1. Montrer que a = cos <§> est racine d’un polyndme de degré 3 a coefficients dans

2. Justifier que le nombre a est irrationnel.

Exercice 108: %% 4.36.063

Soient P un polyndome a coefficients entiers et quatre entiers Ay, ..., \; distincts tels
que P()\;) = 7 pour i € [1,4].
Montrer que 1'équation P(n) = 14 n’admet pas de solution entiére.

Exercice 109: % 436076

Pour n € N* on pose P, = Z Xk
k=0
1. Donner la décomposer en facteurs irréductibles de P, dans C[.X].
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i k
2. En déduire la valeur de H sin ( il )
Pl n+1

Exercice 110: ** 4.36.087

Soit P € R[X] scindé sur R.
Montrer que pour tout réel «, le polynome P’ + aP est scindé sur R.

Exercice 111: %% 4.36.092

Déterminer les triplets (z,y, z) € C? tels que :

r+y+z =1
1 1 1

Ly -+-+- =1
r Yy =z
TYz =—4

Exercice 112: %% 4.36.098

Déterminer les triplets (x,y, z) € C* vérfiant :
< fa] =yl = |2|

< zrz4+y+z=ayz=1

Exercice 113: *%x%* ;05016

Soit P € R[X] unitaire de degré de n. Montrer que rFalX ]]P(x)] 2 Sut
ze[—1,1 n—

Exercice 114: %% 4 95021

Soient (a,) une suite de complexes non nuls, et P, = ag+a; X + - -+ a, X". Soit r > 0.
Montrer que pour n assez grand, les racines de P, ne sont pas toutes dans le disque
|z —7r| <.
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Exercice 115: %% 436104

Sommes de Newton.

n
On considére le polynome P = Z a, 1 X*e C[X] de racines x, ..., z, comptées avec
k=0
multiplicité.
n
Pour tout p € N, on pose S, = Z .
j=1
Etablir :
CloSl + aq =0
a052 + a151 + 2&2 =0

3 a()Sp + alsp_l + -+ ap_151 +pa, = 0,pe [[1 ,TL]]

CZQSn + alSn,l + -+ CLnS1 =0
aOSnJrk + alanrkfl +e ansk = 07 k>0

D) Extensions de corps

Exercice 116: * 4.52.025

On considére 'ensemble Q[v2] = {a + bv2 | (a,b) € Q*}. Montrer que c’est un corps
muni des opérations usuelles.

Exercice 117: * 4.52.029

Soient K < L deux corps tel que L est un K-espace vectoriel de dimension finie. Soit
E un L-espace vectoriel de dimension finie.
Montrer que E est un K-espace vectoriel et

Exercice 118: % 452030

On considére le polynome P = X? — X + 1.
1. Justifier que P est irréductible dans Q[X].

2. Montrer que le polynome P admet une unique racine réelle x et vérifier que
celle-ci n’est pas rationnelle.

3. Déterminer la dimension de F' = Vectg((2*)ren).

4. L’espace F' est-il un corps?
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Exercice 119: %% 452031

Soit K = Q ++/2Q + v/3Q + v6Q.
1. Montrer que (a, \@, \/g, \f6) est une Q-base du Q-espace vectoriel K.

2. Montrer que K est un sous-corps de R.

Exercice 120: *%% ;95025

Soit w = e3 .
1. Déterminer le polynéme minimal de w.

2. On pose K = Vect(1,w,w?, w®). Déterminer sa dimension comme Q-espace vec-
toriel. Montrer que c’est un sous-corps de C.

3. Comment trouver I'expression de I'inverse d’un élément non nul de K?

4. Montrer qu’il existe un unique automorphisme o de K tel que o(w) = w?.

5. Soit 7 un automorphisme de K. Montrer qu’il existe k € [1,4] tel que 7 = w®.

J

Exercice 121: %% ;95027

Soit A une R-algébre commutative intégre de dimension finie.
1. Montrer que A est un corps.

2. Montrer que, pour tout a € A, 'ensemble {P € R[X], P(a) = 0} est un idéal
engendré par un polynome irréductible.

3. Montrer que A est isomorphe a R ou C.

E) Exemples et contre-exemples

Exercice 122: * 1.3.10

Trouver deux polyndomes P et @ tels que deg(PQ) < deg P + deg Q.

Exercice 123: * r.3.17

Trouver deux polynomes tels que leurs applications associées soient égales.

Exercice 124: %% p.5.12 h.5.13

Trouver un polynome de degré 1 n’ayant pas de racine, puis un polynéme de degré 1
ayant deux racines.
Trouver un polynéme de degré 2 ayant 4 racines.

Exercice 125: % .21

Trouver deux polynomes P et ) tels que val(PQ) > valP + valQ.
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Exercice 126: %% j;.3.1s

Montrer que X* — 2 est irréductible de degré 3 dans Q[X].

Exercice 127: *x%% ;.51

Trouver un polyndéme de degré 2 ayant une infinité de racines.

V) Fractions rationnelles

Exercice 128: %% 05048

Soit P € C[X], un polynéme scindé a racines simples. On note 1, xo, . . ., T,, S€s racines.
On suppose que P ne s’annule pas en 0.

1. Montrer que : Z m = —W

2. Soit @ € C[X] tel que deg @ < n — 2. Calculer Z g/((%))
i1 4\

Exercice 129: %% 4.05.047

1. Déterminer les P € C[X] tels que P(U) <

U.
2. Déterminer les F' € C[X] tels que F(U) < U.

Exercice 130: %% ;.05.051, b.11.019

Si P e C[X]\{0} et r > 0, soit N,.(P) le nombre de racines de P de module au plus
r comptées avec multiplicités. On admet dans les deux premiéres questions le résultat

suivant : si P et @ sont dans C[X]\{0} et C[X] respectivement, si r > 0 est tel que
pour tout x € C de module r, |Q(z)| < |P(2)|, alors N.(P + Q) = N,(P).

1. Déduire de ’énoncé admis le théoréme de d’ALEMBERT-(GGAUSS.
2. Soit P = X"+ 6X + 3. Déterminer Ny(P), N(P), et N1(P).

3. Soient r > 0 et P € C[X]\{0} ne s’annulant pas sur le centre de centre 0 et de
rayon r. Montrer que

1 (™ P 4
N,.(P) = %J 5 —(re")ret dt

d’abord en utilisant D’ALEMBERT-(GAUSS, puis sans.

4. Déduire de la question précédente le résultat admis en début d’énoncé.

5. Pour toute fraction rationnelle f € C(X) et tout réel r tel que f n’ait ni zéro ni
2 1t
re
pole de module r on pose N,.(f) = —J f 1t e dt. Prouver que, lorsque
f(re
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N,.(f) est bien défini, il est égal au nombre de zéros de f dans le disque B(0,7)
diminué du nombre de poles de f dans le disque B(0,7) (les deux étant comptés
avec multiplicité).

Exercice 131: *%% 395052

Soit n € N*. On note U,, ’ensemble des racines complexes de X" + 1.

1
1. Avec la décomposition en éléments simples de la fraction rationnelle il
z
calculer Z —
zeU,
2 P(zX
2. Montrer que pour tout P € C,[X], XP'(X) = EP(X) 4+ Z Z zP(z 2
2 n zeU, (Z B 1)
3. Pour @ € C[X], on pose ||Q] = sup|Q(z)|. Montrer que pour tout P € C,[X],
zeU
|P']| < nl P
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